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摘 要：为了提升贪心算法的表现，更有效地求解整数的双基展开，文中采用了2-Line Search方法，将树形分支结 

构引入 了贪心算法．改进加速 了贪心算法的收敛，使得在相同输入下，新算法返回的双基表达式的长度比普通的贪 

心算法减少 了8％以上，在椭 圆曲线标量乘法的计算代价方面也获得 了至少 2％的收益． 
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Greedy Algorithm of Convert Integers into Double·Base Chains 

LI Ming，W ANG Kun—peng 

(State Key Lab of Information Security，GUCAS，Beijing 100049，China) 

Abstract：In order to improve greedy algorithm SO that it could convert integers into Double-Base Chains more efficiently， 

we introduce tree structure into greedy algorithm by taking advantage of 2-Line Search method ．This improvement accel— 

erates the convergence of greedy algorithm．Compared with the greedy algorithm ，new algorithm gains more than 8％ in 

the average length of double—base expansions and 2％ in the cost of scalar multiplication． 
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1 引言 

由于椭圆曲线密码具有密钥短、安全性高等其 

他公钥密码体制所无法比拟的特点，近年来已经成 

为密码学领域研究的热点之一【1-2]．在许多基于椭 

圆曲线的密码方案中，计算点乘 [k]P(又称标量乘 

法)是最耗时的操作，其中 P是椭圆曲线上一点，k 

为整数．可以采用多种方法来加快点乘速度 ：(1)通 

过对 k的展开形式的优化来提高运算效率，代表算 

法有 NAF表示、r—adic表示、双基表示等 ；(2) 

引人预计算的窗口算法和梳子算法等l3 ；(3)根据 

椭圆曲线的特点使用不同的坐标表示，例如仿射坐 

标、射影坐标和 Inverted Edwards坐标 7l等． 

贪心算法常用来求解整数的双基表达式．在文 

献[8]中提出了基于 Line Search方法的贪心算法， 

该算法在效率方面有着良好的表现．但是，贪心算法 

并不能保证多轮迭代后的结果仍然是最优的．受 

Tree-based算法[9l的启发，文中将树形分支结构引 

入贪心算法，有效地改善了上述问题，提升了贪心算 

法的表现．已知参数 B，新算法为每个 目标值创建 2 

个分支，分别对应不同的近似值；并在每一层仅保留 

收敛速度最快的 B个分支作为下一层的目标，如此 

反复直至某一分支为 0．这种改进加速了贪心算法 

的收敛，使得在相同输入下，新算法求出的双基链长 

度相比普通的贪心算法有明显的降低，而且在标量 

乘法的代价方面，新算法相比NAF减少了 6．6％以 

卜． 

2 双基数系统 

Dimitrov和Cooklev在文献[10]中首次提出了 

双基数系统(DBNS)的概念，并在随后将其应用到 

了椭圆曲线密码学[1l1． 

在DBNS中，一个整数 被表示为： 
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： ∑di2。～3，d ∈S (1) 

当 S={1}时，式(1)被称为无符号的DBNS表 

示；当 S= {一1，1}时，式(1)为有符号的DBNS表 

示．显而易见，整数 的DBNS表达式并不唯一，准 

确地说是高度冗余的．要找到一个项数尽可能少的 

表达式，贪心算法是解决这个问题的有效算法． 

例 1 令 =841232，利用贪心算法可以求出 

的DBNS表示： 

841232 = 273 + 1424
．  

1424 = 2136— 34
． 

34 = 2z32—2
． 

综上，841232=2 38+2136—2232+2 ， 

Dimitrov等人给出了贪心算法求出的 iv／的DB— 

NS表达式的项数上界：对于任意整数 ，贪心算法 

都可以在至多 O( 旦一)项内求出其 DBNS展开 
loglog 

式[1 ． 

然而， 的 DBNS表达式往往并不适合用来计 

算标量乘法，因为无序的指数使得必须计算 Q／2或 

者 Q／3，而这样的操作是相当耗时的．为了避免上 

述情况的发生，双基表达式的指数序列必须满足同 

时递减，即al≥n2≥⋯≥口z且61≥b2≥⋯≥b ．满 

足这一性质的双基展开式叫做双基链(DBC)c11]．只 

要在普通贪心算法的每轮迭代中将目标值对应的上 

轮近似值的指数作为本轮该目标值搜索的指数上界 

就得到了一个用来求解 DBC的贪心算法． 

例 2 将上例中的 展开为 DBC形式如下： 

841232=2738+1424
， 

1424=2136～34
． 

34=33+7． 

7=32—2
． 

2：31—1
． 

即841232=273 +213 一3 一3 +3 一1．一般 

而言，一个整数的DBC长度要大于其对应的DBNS 

表达式． 

3 (2，B)一Greedy算法 

(2，B)一Greedy算法的核心是 2一Line Search方 

法，该方法是 Line Search方法的改进，二者的差别 

在于为每个目标值所创建的分支数．为了阐明2一 

Line Search方法的执行过程，以127为例，并设 口 。 

：6，6一 =4(见图 1)，其中 口一和 6 一分别对应基 

底 2和 3的指数上界．2-Line Search方法将搜索每 

—

个 2=2a3 ，对应于图中直线 alog2+blog3= 

log127附近的某点(。，b)．根据 和z的大小关 

系，只需要乘以3或者除以 2来更新 值，并判断f 

一 z 1是否应当被暂存下来．图 1中折线上的点按 

照从右下到左上的顺序就是 2一Line Search方法的 

搜索轨迹．与 Line Search方法不同的是，文中将折 

线上的点分成两个互不相交的集合 J ：{(盘，b)I 

2 3 ≥ }和 ，2：{(a，b){2 3 < t，在两个集合内 

分别寻找目标 的最佳近似值，并将对应的I 一 

I作为下一轮目标的候选． 

＼  

、 ＼ 
＼ ＼  

＼  I 
、 

、  

＼ ． 
U 1 2 3 4 5 6 7 

图 1 2-Line Search方法的搜索轨迹 

算法 1 2-Line Search 

输入：正整数 ；a，6>0，分别对应基数2和3 

的指数上界；属于集合{±1}的系数 C． 

输出：4个1×2数组Num，Ea，Eb和GD，用来 

存储集合 ，1和 J2内的最佳近似值及其对应的指数 

和系数． 

1．Num[0]一 72；Num[1]一 ，2 

2．i一 ：J一 0 

3．2 2。 

4．while z< do 

5．2 *3 

6． — J+1 

7．if z> and J> 0 then 

8．2—  ／3 

9．J— J—l 

10．while i≥ 0 do 

11．／f ≥ then忌一 0 

12．else是一 1 

13．if I 7z～ I<Num[志]then 

14．Num[忌]一J 一22 l 

15．Ea[是]一 i 

16．Eb[志]一 J 

17．( [是]一 C*(2志一1) 
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18．if < then 

19．z *3 

20． 一 J+1 

21．if J> b then break 

22．else 

23．z—  ／2 

24 i— i一 1 

25．return Nu77z，Ea，Eb，Co． 

已知参数 B，(2，B)一Greedy算法的执行过程 

如下：在 (2，B)一Greedy算 法 的 每一 层，2一Line 

Search方法将针对 B个不同的 目标值各运行一次 

(除了第一步仅有 1个 目标外)；然后(2，B)一Greedy 

算法选择最小的 B个候选值作为下一步的目标．算 

法将重复上述操作直到目标值中出现 0，便可得到 

初始输入 N 的 DBC表达式．需要强调的是 (2， 

B)一Greedy算法每一层的目标值都应该是两两不同 

的． 

算法 2 (2，B)一Greedy算法 

输入：正整数N；乜 诅x和6 ，初始指数上界； 

界 B． 
1 

输出：序列(d ；ai；bi)满足N=∑di2 3 ，d 
i=1 

∈ {±1}，其中a1≥a2≥ ⋯≥a ≥0且 b1≥ b2≥ 
⋯ ≥ b ≥ 0． 

1．for i= 0，⋯ ，B 一 1 do 

2．Num[i]一 N 

3．Ema[i]一 倪 

4．Embl i J一 6—  

5．CD[i]一 1 

6．while Num l0j>0 do 

7．for i= 0，⋯ ，B 一 1 do 

8． 运 行 2一Line Search 并 将 Num[i]， 

Ema[i]，Emb[i]， [i]作为输人 

9．保存最优的 B个候选值并将对应的结果存 

人 Num ，Ema，Emb，Co 

10．return(d ； ；b )． 

例3 设 =841232，B =2，由(2，2)一Greedy 

算法求出的DBC展开式为 

841232：2738+2 3 +2 32—2 

尽管文献[12]已经给出了 DBNS表达式的项 

数上界，但是该结论是否同样适用于DBC表达式仍 

是一个开放问题．因为任意整数 的 DBC长度不 

小于其 DBNS表达式，且由于 2一Line Search方法中 

指数上界的限定和分支结构的出现，对于(2，B)一 

Greedy算法的效率分析非常困难．因此，将在下一 

节通过实验和数据来间接地加以分析． 

4 实验和结果 

测试平 台为 Intel(R)Core(TM)2 Duo CPU 

E7200 2．53GHz，RAM 1．96GB；操作系统是 32位 

Microsoft Windows XP professional 2002 SP3；编译 

器 Visual Studio C++6．0；大整数运算函数库 mira 

cl 5．3．3． 

首先，分析了(2，B)一Greedy算法中参数 B对 

DBC表达式平均长度的影响．针对不同的比特长度 

和 B值，各选取 1000个随机整数进行新算法的测 

试，见图2．实验表明，在所有的比特长度下，随着 B 

的增大 DBC表达式的平均长度是递减的．例如，和 

(2，1)一Greedy算法相比，使用 (2，4)一Greedy算法 

可以将平均长度减少大约 8％；如果使用(2，128)一 

Greedy算法则能将平均长度减少 15％以上．但是从 

图2中可以看出这种减小的趋势随着 B的增大而 

逐步放缓，当 B大于 64的时候，线条趋于水平．与 

此同时算法的平均运行时问也受到参数 B的影响： 

随着 B的增大而迅速增加，见图3．为了保证算法求 

出的DBC表达式是相对较短的，同时又能有效限定 

算法的运行时间，可以设置 B=4，8，16．本节的实 

验数据除特别说明外均来 自于(2，4)一Greedy算法． 

图2 参数 B对 DBC平均长度的影响 

dB 

图 3 参数 B对运行时间的影响(1000个随机数) 

计算点乘[愚]P的复杂度不仅取决于DBC表达 

式的长度，同时也受到表达式首项对应指数 口1和 b1 
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的影响． 1和 b1分别等于该表达式在计算点乘时所 

必需的二倍点和三倍点运算的次数．文中为每个比 

特长度各选择了 1000个随机整数来测试不同算法 

在这三个参数上的表现，见表 1．显而易见，B值的 

变化所带来的影响只作用在展开式的长度z上，对 

a1，b1并不起作用；由于双基表示的引人，(2，B)一 

Greedy算法返回的表达式长度相比NAF表示大大 

降低． 

表 1 不同方法求解的 DBC表达式的参数 

文中选取 Inverted Edwards坐标上的椭圆曲 

线，通过定义在其上的标量乘法来测试不同算法的 

平均代价．在该类椭圆曲线中一个加法需要 9M+S 

(M表示域上的乘法，S表示平方)，一个二倍点需要 

3M+4S，一个三倍点需要 9M+4S．同时为了简化 

比较，不失一般性地假设 S=0．8M．在表 2中，NM 

表示经过换算后计算点乘[k]P所需的乘法数量； 

Gain表示算法相对于 NAb"表示所带来的收益．从 

表2可以看出(2，4)一Greedy算法求出的表达式相 

比NAF，其计算代价降低了6．6％以上．即使和(2， 

1)．Greedy算法比较，(2，4)一Greedy也有至少 2％的 

提升． 

表 2 不同算法的计算点乘[尼]P的代价 

最后，文中分析了 倪～和 6 的选取对 DBC表 

达示的长度及性能的影响(见表 3)．通过在不同的 

比特长度，各 自 1000个随机整数的测试，发现当 

口一 =~-21og2n／3]，6一 =r|og3 ／2]时，(2，4)一 

Greedy算法的结果无论在表达式长度还是标量乘 

法的代价等方面都是 5种参考取值里最优的，建议 

在实际应用中选取．其中 口一 =z*log2n，6一 =Y 

*log3 ． 

表 3 (2，4)一Greedy算法在不同的 n一 和 6 下的表现 

5 结束语 

通过引入树形结构，文中将普通的贪心算法扩展 

成了(2，B)一Greedy算法．实验证明，这种改进加速了 

贪心算法的收敛，并有效降低了椭圆曲线上标量乘法 

的计算代价．通过实验数据，建议选取 B=4、8、16以 

在算法收益和时间代价之间取得良好的平衡．下一步 

将主要研究新算法在扩展DBNS中的应用． 
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4 结束语 

融合能量谱融合可有效避免单通道数据的信息 

不完整、不精确和不准确等不足．文中通过对转子试 

验台的典型故障实验，并对比分析了基于单通道数 

据和融合数据的诊断结论．结果表明，将融合能量谱 

应用于旋转机械故障诊断，能提高故障诊断的准确 

率，具有非常重要的工程应用价值． 
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